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Kürzlich erschienene mathematische 
Schriften. 

Sckloemilch , Prof. Dr. 0., Theorie der Differenzen und 
Summen, gr. 8. 16 Bogen, l'/j Tlilr. 
Der durch anderweite matljevnalLsche Schrirten aus dem Gehlele der bö- 
hern Malhemalilf rühralithst bekannte Verfasser liefert liier ein llompen- 
diiim fur flcadcmisclie Vorlesungen und zum Selbslunlerricht filr SSudi- 
rende. Die Schrift durfle Freunden der Wissenschaft um so willlionimenur 
sein, als noch kein Werk esiatirl, welches die zahlreichen, in verschiedenen 
Zeilschrifien und einzelnen Werken zerstreuten Enveilerongen enthielle, wo- 
mit die Theorie der Differenzen and Summen in nenerer Zeit hesehenki wor- 



Diö Entdeckung der Differentialrechnung durch Leihniz. Mit 
Benutzung der Lcibniz'schen Manuscriptc auf der liönigl. 
Bibliothek in Hannover, dargestellt von Dr. C, J, Gerhardt. 
Mit Holzschn. 4. 1848. 20 Sgr. 

Diese Monographie , welche zugleich die Biogrnptiie des Entdeckers der 

DilTerentiatrechniing „Leiboiz" in sich scbliesst, muss fur jeden Mathematiker 

Ton dem grösslen Interesse seil. Die Tüchtigkeit dieser Arbeit mirde licreils 

von allen Kritilien anertannl. 



Anzeige 

der in vielen Schulen eingeführten und zum Selbststudium be- 
nutzten mathematischen Schriften des Dr. Wiegand. 

Die merkwiärdigen Punkte des Dreiecks mit Rück- 
sicht auf harmonische Theilung, Eine reiche Fund- 
grube von Uebungsaufgaben aus der construirenden Geome- 
trie, ebenen Trigonometrie und Algebra. Von Dr. August 
Wiegand 2- gänzlicfi umgearbeitete u. vermehrte Autlage. 
1848 8 15 Sgr 

Herr Professor Grunert sagt in teiuem Ai hi\ fui Ma hem ^ll^£ 
aber diese öcbrift 

Jeder Malhematiker weiss n.ie viele intere^ inle Beziehungen die 'o 
genannten mertwiirdigen PwnMe des ehtnon [lierecks darbieltn Ls wjr da 
her ein glucUicher bedanke des Heun Veifai-sers diese ganze Lehre in sy 
stematischcm Zusammenhange ausfuhrliLh zu bedibeilen »ud dadurch zigle]i.h 
ein Sysiem höchst zwei-kmassiger Dibaiigaaufgahen fui die auf dem Titel ge 
nannten Thpile der If issen Schaft auf/ustellen Die Ausführung dieses Gedm 
ken'i von Seilen des ileirn Vertds»ers liaal nicbls ;sn uüniichen nbrig, nnd 
die ver cbiedenen ^ufgjben sind oft mit beson leier Eleganz hehandpll, zu 
gleich ist, wenn auch toringsiveise di« trigonometrische und algebraische Ue- 
thade die dei Hr \erfasser in dieser Schrift mit vorzüglich m Geschick nnd 
oft anf sehr einfache ond elegante Wei^e bnndliabl Anwendung gefunden zu 
haben scheinen, für mniilichsle Abwecliselmg der Methoden gesorgt worden 
so dass wir diese Schrift so wie zu all„em mer Hiiucksichtigung in Bezug 
auf ihien inleressanlen Inhalt an sith namentlich t eh allen denen sehr cm- 
pf'hlen nel he si h a dej f( neren (>l(. n u t z üben beabsjctltiten 
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Wer Unterschied zwischen «1er höheren Analysia und der ele- 
mentaren Arithmetik besteht ohne Zweifel darin, dass es jene mit ste- 
tig veränderlichen Zahlen, letztere dagegen mit solchen Grössen zu 
thun hat, welche aus diskreten Theilen der Einheit zusammengesetzt 
sind, und man könnte daher, wenn man sich ausnahmsweise in der 
strengen Wissenschaft einmal die bildliche Rede erlauht, die Verglei- 
chung aussprechen, dass die höhere Analysis die organische, die Ele- 
menlararithmetik dagegen die unorganische Veränderung der Zahlen 
hetrachte. Es würde nun aber zu Nichts führen, wenn man hier 
bei der Supposition einer einzigen dergleichen schlechthin veränderli- 
chen Zahl stehen bleiben wollte, weil sich Aber eine solche Zahl, eben 
wegen ihrer absoluten Veränderlichkeit, nur äusserst wenig und zwar 
ungefälu" Dasselbe wie über die Zeit sagen Hesse, und so fand sich 
die Wissenschaft genöthigt, einen Schritt weiter zu gehen, indem sie 
mehrere Variable, zwischen denen irgend ein Zusammenhang statt lin- 
det, in Untersuchung zog Allbekannt ist es, dass diese Betrach- 
tung auf den allgemeinsten BegrÜT der Mathematik, nämlich auf den 
Begriff der Funktion, führte und erst seit der Zeit, wo dieser Begriff 
in seiner Beinheit und in seinem ganzen Umfange gefasst wiu'de, hat 
sich die Wissenschaft zu demjenigen Grade der Allgemeinheit erhoben, 
welcher ihrer würdig und ihr überhaupt erreichbar ist. Je weniger 
man diese Bemerkung in Abrede stellen wird , desto mehr muss es 
befremden, dass man gerade einem der Haupt- und Fundamentalpro- 
bleme, welches schon ans der blossen Aufstellung einer Funktions- 
gleichung hervorgeht, eine (wenigstens gegenwärtig) viel geringere Auf- 
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iiierksamkeit geschenkt hat, als dasselbe seiner Wichtigkeit nach ver- 
dient; findet nämlich zwischen einer unabhängigen Variable y und ei- 
ner abhängigen Veränderlichen a; eine Gleichung von der Form 

1. ic = J/-(1/) 

statt, so kann umgekehrt auch y als eine Funktion von x betrachtet 
werden , indem man x und y ihre Rollen tauschen lässt und den 
Charakter der absoluten Veränderlichkeit von y auf x überträgt ; man 
kann daher setzen : 

2. 1/ = <p(a:) 

un{[ hat nun die Aufgabe : „ aus der Form der gegebenen Funktion ip 
die Form der unbekannten Funktion 9) abzuleiten", was niclits An- 
deres ist als das Problem von der Umkehrung gegebener 
F'unklioncn. — Man wird Iciclit bemerken, dass diese Aufgabe die 
Auflösung aller möglichen, sowohl algebraischen als transscendenten, 
Gleichungen impiizirt; denn setzen wir z. ß. , um bei einer sehr be- 
kannten astronomischen Gleichung stehen zu bleiben, 

X =: y ■— esiny 
worin e eine Constante bezeichnen mag, so ist die umgekehrte Funk- 
tion y = fp i^) nichts weiter als eine Wurzel der aufgestellten trans- 
scendenten Gleichung- 

Die älteren Behandlang:en. 

§■ I. 

Den ersten Versuch zur Lösung der angedeuteten allgemeinen 
Aufgabe linden wir bei Newton; für den besonderen Fall nämlich, dass 
man durch successive Potenzirung der Reihe und Elimination der hö- 
heren Potenzen von y zur Umkehrung der Reihe (oder Funktion) ge- 
langen will," gieht er folgendes Beispiel*). PrO}>onalur aeqvalio ad 
ureain Hyperbotac 

*) CoinmsinMJi eptslolieum paij 187 fdriiei Analysis pCJ Quanlilatum teriei 
/luxiones ar diffi,r(itliai cum enumeialtane Inteuram lerlii ordwu Amstelodami 1723, 
flagg 34 35 nnd Epulala ad Oldenburg fosterior cum Lcibnitio tatamuntcimda Leijin. 
Ojip 1 III pag 75 Der GleTcbrdrmigkeit babe icb oben n und y da gesBtzt, »0 
Lei Newlon - mid 1 »ipliLn 
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ifi ^y-h-r!/* + -3- J/* + -^y' + i- .'/ + -■ ■ 
Et pariibtis ejus multtplicatis inter se, emerget 
ic* = y' + j/^ + i^ i^< + -§- j' + . . . . 

a;'= !/' + ... 
Jam da x aufero —x"^ et restat 

Iluic addo -^x', et ßt 

Aufero ^^*, el restat 

x~^x' + -^x^—i^x^ = y—j^y' 

Addo ifö-»^'! e' ßt 

quam proxime, sive y = ^ — -t^^-^-^x^ — Ä ■*"* + laii ^^ ^'c. " 
Stellt man die Newton'sche Methode in allgemRinen Symbolen dar, in 
dem \aäaxs=ay + 6y^+ cj'+ etc. setzt, so erhält man ztmächst durcfi 
j Potenzirungen Gleichungen von folgenden Formen: 

X = ay + V +cj/' + dy* + .. 

x^ = a'y^ + bY + ^Y + ■ ■ 

33^-= a"y^ -\-f>"y* + .. 

X* = «"'«/* + . . 



Addirt man diese Gleichungen, nachdem man die erste mit A, die 
zweite mit B, die dritte mit C etc. multiplieirt hat, wobei A, B, € 
etc. vor der Hand noch unbestimmte Itoefflcienten sind, so wird 
Ax + Bx^ + Cx^ + Dx* + .... 
= Aay + (Ah + Ba') y'^ 

+ (Ac + üb' + Ca") y^ 

+ (i(l + Sc' + Cfi" +fla"') »/S 

+ - 

und wenn man jetzt die Grössen A, B, C, D etc. so bestimmt, dass 



Ab + i 
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Ac + BS' + Ca" = 
Ad + Bc' + Cb" + Da'" = 
etc. 
ist, so bleiU auf der rechten Seite <ier vorigen Gleichung nur y ste- 
hen und man liat bei umgekelirler Stellung 

y t= Ax -{• Bx^ + Cx^ ■\- Dx* + .... 
womit die Aufgabe wieder in Form einer Reihe gelöst ist. 

So einfach dieses Verfahren bei einer nur schematischen Dar- 
stellung aussieht, so complizirt wird es hei der detaillirten Auslöhrung. 
Das Gesetz nämlich, nach welchem sich die KoefQcienten a', b', c' etc., 
a", b", c" etc. bilden, hängt unmittelbar mit dem Bildungsgesetze der 
PolynomialcoePficicntcn zusammen und man weiss, dass letzteres sich 
zwar leicht in Gestalt einer Rekursionsformel , aber nur sch-yer in ei- 
ner indcpendenten Formel ausdrücken lässt. Zwar hat sich die com- 
binatorische Schule unter Hindenburg, Eschmhack, Rothe u. Ä. un- 
endliche Mühe mit der independenten Entwickelung der Potenzen ei- 
nes Polynomes [oder gar Infinitonomcs, wie Hindenburg sagt*}) gege- 
ben und ebenso auch das Problem der Umkehrung der Reihen com- 
hinatorisch zu lösen gesucht **) , aber es fehlt allen diesen Formeln 
Eines: die praktische Brauchbarkeit. Allerdings kann jede Formel auf 
den Namen einer indcpendenten Anspruch machen, welche die zur Be- 
stimmung einer unbekannten Grösse nöthigen Rcclinungs Operationen 
immittelbar übersehen lässt, ohne das Problem auf ein anderes und 
ähnliches zurückzuführen, aber es ist ein sehr wesentlicher Unter- 
schied, welche Operationen durch die Formel vorgeschrieben sind. 



') üijfniiiHioinii dignUalum eJjiotwHlis indeterminati histiyria, teges ac foTiitulae, 
GvUingiiae 1779. 

♦•) M. s. das Wichligsle hierüber: De serienan. reuemwie formtilis anatylico- 
eombiiiatOTiis exhibüa, auct. H. C. W. Eschenbach; Lips. 1789. 

Formtilae de sfrierum reversione demoastratio miiversatis signis UsaUbut cotntt' 
nülario - analyticomm vieariU exhibita; aad. H, A. Botin. Lips. 1793. 

Probtetna tolHfum maxime miiveriaie ad lerienim reversione formvtis localibui «I 
cambinitlario • aniitytieii absoheaiam farelifomenon; tvel. Bindenbarg, Lips. 1793. 
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i. B. (las mittelste Glied in der Eiitwickolung von 



2m (2m — 1) (2m 






so ist das Eine wie das Andere piiie independenlc Bcstimnuiiig und 
weiche von ihnen vorzuziehen sei, richtet sich iiadi der Grösse von 
m; für kleine m, ist natürlich die erste Angabe die bequemere, für . 
sehr grosse i» dagegen , wie sie z. B. in der Wahrsclieinlichkeitsbe- 
rcchnung vorkommen, wird umgekehrt die zweite Form besser und die 
erste völlig unbrauciibar ; denn man kann in diesem Falle den Wertli 
des bestimmten Integrales nach den von Legendre und Laplace gege- 
benen Methoden sehr leicht mit vieler Genauigkeit berechnen, während 
eine Multiplikation von etlichen tausend Pakloren eine ganz unausführ- 
bare Arbeit ist, von deren Endresultate man nicht einmal eine ange- 
näherte Vorstellung hat. Ebenso verhält es sich mit der comhinatori- 
schen Angabe von Reihenkoeföcienlen ; die anfänglichen Koeöicienten 
sind zwar leicht genug zu entwickeln, bei einem einigermassen gros- 
sen Index aber wird die Anzahl der aufzustellenden Comb inalio neu so 
ungeheuer, dass dem Rechner die Geduld und der combinatorischen 
Thätigkeit der Athem ausgeht, ohne dass man von dem Endresultate 
mu- irgend eine Vorstellung bekommen hätte. Hierin hegt auch der 
Grund, warum die Franzosen und Engländer, deren Sinn mehr auf 
das praktisch Brauchbare (ich meine hier die wissenschaftliche Praxis) 
gerichtet ist, wenig Geschmack an den Arbeiten der combinatorischen 
Schule gefunden und dieselben slellenweis für einen blossen lusus in- 
gmii gehalten haben. 



Eine bei weitem elegantere Lösung des Umkehrungsproiilcmea 
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liefere Pfaff*) mit Hüife einer von Lagrange gefundenen Formel. 
Wendet man die letztere in der Gestalt an, weiche ihr Cauchy gege- 
ben hat, so lässt sich die Sache Tolgendermassen darstellen. 

Es sei iju diejenige Wurzel der Gleichung 
3. y = xf(y) 

welche mit x gleichzeitig verschwindet, so ist nach dem Theoreme 
von LagTange "*) 

*■</•= \ mmto + ^[fl/w'](.) + 1^ ["vwim + ■••• 

wobei die in Klammern angehängten Nullen bedeuten, dass man nach 
geschehener Differenz iation y = o za setzen habe, wonach z. B. 
if(p)hi) = /C) ^st. Die Bedingungen, unter welchen diese Formel 
richtig ist, bestehen darin, dass erstJich f iy), f (y), f" (y) etc. von 
y ^ an stetig und endlich bleibende Funktionen sind, deren erste 
für 1/ =: weder verschwindet noch unendlich gross wird, und dass 
zweitens der Modulus von x weniger beträgt als der Modulus des 
kleinsten x, welches man durch Auflösung der beiden Gleichungen 

erhält; d. h. also, wenn j^^, ?]i , »/j,... die Wurzehi der ersten Glei- 
chung in 5. sind und als deren Substitution in die zweite die specicl- 

len Werthe §o. Ii , ^i. fnr x folgen, von denen ^^ der kleinste 

sei, so ist die Bedingung modx «C mod^o oothvvendig. 

Nehmen 

chung 3. in die zu behandelnde 

6. X = rp iy) 



*) ms<iutsHU)mt amiylkae. HebaslaiU MDCCLXXXXVllt. 

••} Man sehe hierüber mein Handbucli der DilTerenziohxchnung, Grcifswald 
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^ 1.2.3 L Vi/'(y)''-lco: 



worin das Bildungsgesetz klar voriiegt. Der Koefficieiit 
überhaupt 



1.2.3... 



fl^' (-T^y für w = 



und damit sind wir zu einer independenten Bestimmung gelaugt. Die 
Formel 7. gilt übrigens nur, so lange erstlich die Funktionen 

.^, D_JI_. i,2_L, D^_J^,... 

xpiy) tpiy) ipdj) ^{y) 

von = 3" stetig und endlich bleiben, wobei die erste für i; = 
weder Null noch unendlich werden darf, und wenn zweitens der Mo- 
dulus von X weniger beträgt als der Modulus des kleinsten x, wel- 
ches durch Auflösung der Gleichungen 

8. \p' {ij) = und .r = )// [y) 

erhalten wird. Das Letztere sieht man leicht, wenn man auch in den 



Gleidiungen 5. i^(y) an die Stelle i 



fiy)- 



■ und f'(xj) 



fty) 
__ yj(y) 



treten lässt, «■ 



xp[y) ' •" rpiyy 

wird, was leicht zu substituiren ist. Man kann übrigens den Sinn der 
Gleichungen 8. ohne Mühe auffinden; sie dienen nämlich zur Bestim- 
mung der verschiedenen Maxi ma und Minima der Funktion ///(y). Be- 
zeichnen wir mit ■>]„, jjj , ijj etc. die Wurzeln dar Gleidmng ip' (y{ 
= 0, und mit ^o, ^,, ^j etc. die Werthe, welche ^(y) erhält, wenn 
man y = tj„, tjt, rj2 etc. setzt so smd $f, |i f, etr die Maximi 
und Minima der Funktion ^(y) ncnnt,n wn feiner diejenige von den 
Grössen §q, ^j , §2 ^^'^■' welche dtn kleinsttn Modulus hat das dh 
solute Minimum von ^i(y) »0 ist nach dem ^oii^en di Clei 
chung 7. an die Bedingung gebunden da** dci Moduln'* *ou x wliu- 
ger beträgt, als der Modulus de'i absoluten Mmimiunö vj» ij (y) 

Um diese Lehre, in deren Ddrstellung wii lou l'liir mthituh 
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abgewichen sind, auf ein nicht zu gewöhnliciies Beispiel anzuwenden, 
wollen wir die Umltehrung der Gleichung 

vornehmen, wom J"C1+^) das Legendre'sche und Ilf das Gauss'- 
scho Zeichen für das Euler'sche Integral 



/'' 



lii 



ist. Da nach einer bekannten Formel') die Gleiciinug 

10. ir{l+!/)=-Cy+-tS,:j'—-LS,,' + -^S,y'- 

1 >!( > - 1 
linsteht, worin C = 0,5772156 und 5„ die Summe der Reihe 

ist, so hat man an die Stelle von -~— zu setzen 

,, y y 1 



und daraus geht hervor, dass die Funktion — ~ nebst ihren Differen- 

i>iy) 

zialquotionten endlich und stetig bleibt innerhalb eines hei j/ = an- 
fangenden Intervalles, während für y=^0 der in 11. verzeichnete Aus- 
druck einen endhchen bestimmten Wertli annimmt. Man hat daher 
nach No. 7. 

und wenn man die angedeuteten Potenzirungen und Differenz! ationen 
dadurch ausführt, dass man für -~- den in No. iL verzeichneten 
Ausdruck subsUtuirt, 

•) M. s. hienibcr den mleii Theii meiner AiialyliBcli« ii Siiidkn, Leip- 
zig 1848. 
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^o ~ ^^ T ' 'C'^ '2 ' C^ ~ ~S \~2 'C^ 

Wie weit diess gilt entscheidet sich leicht. Die Funktion ir(l+y) 
hat nämlicli unendlicli viele Maxima, welche der Reihe nadi zwischen 
und 1 , 1 und 2 , 2 und 3 etc. enthalten sind. Das absolute Mi- 
nimum tritt ein für y = 0,4616321 und ist IT (1,4616321) = 
( (0,8856032) = — 0,1194862; die Reihe 12. gilt daher nur so lange, 
als der Moduius von x weniger als 0,1194862 beträgt; die Gültigkeit 
der Reihe hat demnach einen sehr engen Spielraum. 

Vergleichen wir nun die in der Formel 7. enthaltene Lösung 
des Umkehrungsproblems mit der vorhergehenden combinatorischen 
Behandlung desselben, so finden wir zwar eine grössere Uebersicht- 
lichkeit der auszuführenden Rechnungsoperationen und eine scharfe An- 
gabe der Gränzen, innerhalb welcher die ümkehrungsformel richtig 
bleibt, aber alle die Unbequemlichkeiten, welche den Gebrauch der 
combinatorischen Enlwickelung last unmöglich machen, treten auch 
hier wieder auf, wie man aus den nachstehenden Demerkungen erse- 
hen wird. Die combinatorische Lösung des Problemes und die in der 
Formel 7. niedergelegte stimmen in so fern überein, als die Umkeh- 
rung der Gleichung x = i/'(y) unter der Form 

13. ^0 = ^0 + ^1^ + A^^ + ^^' +■••• 

dargestellt werden soll und der Untersdiied besieht nur darin, dass 
die erste Behandlung den allgemeinen Koeffizienten A„ durch eine von 
n abhängige Zahl combinatorischer Operationen und die zweite durch 
eine (« — 1) fache Differenziation zu bestimmen sucht. Es ist aber 
die eine dieser Rechnungen eben so schwer allgemein auszuführen als 

die andere, wie der Versuch sogleich zeigt. Für -——■ = f(y) ist 
nämlich 
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fl^/(!,)j"=n(n-l)(H-2)j/(^'''y(j/)j'+3»(ft-l)j/-(j)Pf(y)f'(y) 

etc. elc. 
und diese Ausdrücke bilden sich nach einem so wenig erkennltaren 

, dass man auf die independente Darstellung von i>""~'j/'(^)! 



ein algebraisches Binom oder eine von den Funktionen e", cosy, si'ny 
ist, glückt es, eine abgerundete Form fui' A„ zu erhalten. 

Aber selbst abgesehen davon, sind schon die Bedingungen, un- 
ter welchen die Gleichung 13. einzig und allein bestehen kann, der 
Art, dass ihr Gebrauch sehr beschränkt ist. Einmal werden durch 
die Forderung der Stetigkeit und Endlichkeit von 

eine Menge Funktionen ausgeschlossen, wie z. B. rpiy) = ystny. 



Unterbrechung der Continuität erleidet, andererseits Gndet es sich häu- 
fig, dass die Gränzen für den JModulus von x in hohem Grade been- 
gend ausfallen; so hat man 

für ^piy) = irn +y) , HiodJ7<0,11949 
„ ii^iy) = ye? , mo(ij-<0,36788 

» ^(y) — ycosy , »«orf.*^-< 0,66274 

und auch darin liegt ein bedeutender llehelstand, der sich auf keine 
Weise wegschaffen lässt. Das Schlimmste endlich ist, dass die For- 
mel 13. immer nur die kleinste Wurzel der Gleichung x=:tp(y) an- 
giebt (für s = y'^ — 2)/ z. B. j/o = 1 ~—^^+^)' von allen übrigen 
Wurzehi aber schweigt. Für algebraische Gleichungen könnte man 
zwar allenfalls mit einer Wurzel zufrieden sein, weil sich nachher 
die Gleidmng durch Division mit y — yg um einen Grad erniedrigen 
und dasselbe Verfahren wiederholen Hesse, für ti'anscendente Gleichun- 
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gen dagegen bleibt jener Mangel sehr fühlbar, weil für diese der SaU 
nicht gilt, dass y — y^ ein Faktor der Gleichung sein muss, wenn i/o 
eine ihrer Wurzeln ist; hier kann also keine Dimensionsverringerung 
erreicht werden und man befindet sich daher gänzlich ausser Stande, 
die Beschaffenheit der übrigen Wurzeln zu erkennen. — 

Da nun die letzten Bemerkungen jedenfalls stehen bleiben, es 
mag eine independente Koefficientenbestimmung glücken oder nicht, so 
dürfen wir behaupten, dass die Potenzenreihe X3. keine günstige Form 
zur Entwickelung von y=:<p{x) darbietet, und daraus entspringt von 
selbst die Aufforderung, es einmal mit anderen Formen zu versuchen. 

mrene Methoden. 

§.3. 
Jede Funktion von (j>(x) von x, gleichviel ob stetig oder nicht, 
lässt sich bekanntlich in eine Reihe von der Form 

14. gfi(^) =-^Ao + AfCos- 

verwandeln, worin c eine beliebige positive von Null verschiedene 

Grösse bezeichnet und die Koefücienten A^, Ai, A^ etc. mitteist der 

Forme! 

,2 Z^" , . niix , 
15, An= — ff W '"'* "^ 



l/v. 



bestimmt werden. Die erwähnte Reihenentwickelung gilt so lange, als 
die Grösse x das willkürlich angenommene Intervall bis c nicht 
überschreitet *). Hieraus erhellt unmittelbar, dass sich die Form 14. 
zur Darstellung von Funktionen ganz vorzüglich eignet, da keine Be- 
schränkungen hinsichtlich der Continuilät von (p(s) und bezüglich des 
Spielraumes von x statt finden, und wenn wir uns daher der Glei- 
chung 14. zur Entwicklung der Funktion y und x bedienen wollen, 
d.i. 
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16. ■ ^ = '<p(v) 
und umgekehrt 

1 . 1 < ^^11 2rrx , 

17. V=o^n + -^l cos \-Ä,COS + 

setzen so wird es nur daraur ankommen, den Koeffidenten J„ in 15. 
unter einer solchen Form darzustellen, dass er aus der gegebenen 
Funktion ip(y) unmittelbar abgeleitet werden kann. Diess geschieht 
sehr leiclit auf folgende Weise, 

Es ist zunächst wegen g>{x) = y 



- das 
und bei tlieilweiaer Integralion 



oder, weil x als Funktion von y gegeben ist (No. 16.) 



/ gn (x) cos ^ dx== / ya 

reis er Integralion 

/^ iiTtx , r*, r* nn 

y I cos — — dx —■ i ily I COS — 

c . nTtJ: c / , , rtTTX 
— M stn i du. sin — 

MTE ■' C HTC / " e 

gegeben ist \ 

2 
Durch beiderseitige Multiplikation mit — wird noch 

2 /^ , , jmj: , 
18, — t ip (X) cos ~ dx 



und hieraus erhält man Aa, wenn man x = c, xs=0 setzt und die 
beiden so entstehenden Gleichungen von einander subtrahirt. Dabei 
fragt es sich aber noch, welche Werthe an die Stelle von y treten 
müssen, sobald a! = c und ie=!0 wird, denn auf der rechten Seite 
der Gleichung 18. bezieht sich die Integration auf y als unabhängige 
Variable. Nennen wir 
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y eine Wurzel der Gleichung \p{y) = e 

V ,. " " " ^(y) = 

so ist für y = i'' '/'(y) = s d- '■ ^=<^ und mithin entspricht y=Y 

dem Werllie x = c und ebenso y = i; dem Werthe j: = 0. Dalier ist 

tiacli No. 19 

— f fW (^"s — — o^ dl a. Ä„ 

_ As..,-,. »-24W _„..■„ üfHjMs»! 2_ /-^ »üSW.„ 



2 pr, 
— / st« 

winden hi 
„ = / Sin — J-i^ du 



Die von Integralzeichen freien Gheder verschwinden iiier wegen fpiy) 
= c und i/'(y)-==0 *); daher bleibt nur 



Nun war aber c eine beliebige positive Grösse und daher ist auch y 
beliebig, wenn man es nur so wählt, dass dadurch if)(y) = c einen 
positiven Werth erhält; setzen wir daher tp{y) für c, indem wir nun 
y unter der genannten Beschränkung willkührlich annelunen, so ist 

An = / Sin — ■ / ■ : "' ■ dy. 



— / sin ;V^ 

bedarf i 



Einer besonderen Umwandlung bedarf noch der Koeflicient Ä^, der 
aus der Gleichung 



p {jn) dx 
tu bestimmen wäre. Man liat nämlich 



*) Hierbei ist stUIscIivveigend torausgeselzl , dass weder c nocli >i unandlich 
ist; Eollte dagegen z. B. ij=:x>Gein, so nuide die Gleichung 

aur dann bestehen, «enn viI/M^O ist. 
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i <p{x)dx =■ i ydje = yx — f xAy 

und durch Multiplication mit — = — — und Integration zwischen den 
Gränzen x = c, 3! = 0, welchen wie vorhin die Gränzen y = y, y=^ 






(y) dy 



wo das zweite Glied wegen ip(i])=0 wegiällt. Fassen wir nun alles 
Bisherige zusammen, setzen in No 17. ebenfalls tp(y) für c, und he- 
rücksichtigen endlich, dass die Gültigkeitsbedingung der Gleichung 17. 
nämlich c > jr > jetzt in ip(y) ^ x > übergeht, so haben 
wir naclistende Lösung unseres Problemes: 

„Aus der Gleichung X'='ip{y) folgt umgekehrt 
nn I i . j ^^ , i SjEO^ , 

20. s = -5-^ + A«««S5+4««»^+ 



I die Koefßdenten mittelst der Formeln 



ß 



tiTi yj (y) 



21. A.=-^ / Ä!^^^;ai i, 

„bestimmt werden. Hierbei ist y in soweit willköhrlich , als nur 
„verlangt wird, dass rp(y) positiv ausfalle, tj ist eine Wurzel der 
„Gleichung i/)()/) = 0. Die Entwickelungsformel selbst gilt für alle 
„X, welche nicht ausserhalb des Intervalles x = d bis x = xp (f) 
„liegen." 

Der grosse Vortheil, welchen der Gebruuch dieser Formel dar- 
bietet, besteht darin, dass sie alle Wurzeln der Gleichung m = tp(y} 
liefert; da nämlich für rj irgend ehie Wurzel der Gleichung 'ip(y)=:Q 
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gesetzt werden kann, so erhält man für die Koefficienten A soviel ver- 
schiedene Werthe, als es verschiedene »? giebt. Ncnuen wir j;, , >;„ 
■q^,... die Wurzeln der Gleichung (^ (^) = , setzen einmal i; = );, 
und y=yx, dann )j=)j2 und )'=ys etc., wobei /i, y^, ebenso be- 
liebig sind wie y selbst, und bezeichnen endlich die so entstehenden 
verschiedenen Werthe von Ä^ mit 

( ;/ ;// IV 

A^, ^„ , -4„ , Aa etc. 
so sind die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung x = rp(y) folgende 

S, =-^A,+A, cos ^^-f A,cos^^^+.... 

," , " 7ix , " ^nx , 
w, = -ä- J- 4- ^1 CO» - — 7 — r -}- An cos --^ r + 



und diese Gleichungen gelten der Reihe nach unter den Bedingungen 
V'(j'i)>: a! > 
V<J'2)^3! >0 
u. s. w. 
Es kann auch häufig der Fall vorkommen, dass die Gleichung 
ü((y) = imaginäre Wurzeln besitzt, wodurch einige der Grössen %, 
M, ,... unter der Form x + As erscheinen; diess macht aber für unsere 
Methode weiter keinen Unterschied, als dass die Koefiicienten A selbst 
zu complexen Zahlen werden. Sehr brauchbar ist dann folgende Trans- 
formation; man setze, wenn )j = m + A2, also 



2 p-y. rntxpiy) , 

e Variable 

/y 
S! 



K + M , wo M €iiie neue Variable bezeichnet , es wird s 
/ .,« — \ , , du 



wo sieb die reellen und imaginären Theile sondern lassen, wenn man 
das Integratioosinlervail von u—Xi bis u = Y — x in zwei andere In- 
tervalle zerlegt, von denen das eine nur imaginäre, das andere nur 
reelle Zahlen umfasst; da die Null der Punkt ist, in welchem sich 
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die Gebiete der reellen und imaginären Zahlen berühren , so zerlegen 
wir folgendermassen 

n ■'■■ \ , ' — du] 



^-3 =-J / s,M — ^i^^ — irf«+ / sj: 

^^ ^iy) J 

und setzen im zweiten Integrale m = (i, wodurch dasselbe in 
übergeht. Der Koefficient i„ wird dann; 

23. i. = - A As'!2*<i±i> * + -^ /'i-„"ü*E!:£a,„ 

" «^^ ^'J") "^ ^*^^ 

worin die reelle und die imaginäre Partie getrennt sind. 

§.4. 

Bevor wir weiter gehen, wollen wir die allgemeinen Formeln des 
vorigen Paragraphen auf einige Beispiele anwenden, einmal um den 
Geist der Methode desto klarer hervortreten zu lassen und dann, um 
noch einige gelegentliche Bemerkungen anzuknüpfen. 

I, Sei Eunächst die Gleicliung 

24. x = f^ 

umzukehren, worin (i eine positive Grösse bezeichnen möge. Nach 
den Formeln des vorigen Pai-agraphen ist nun für 1^ iy) ■= yf & 



I py 

7 / y," e« dy 



nn . yf e" , 

■ ■--■ dy 

yi^ey 

und darin y beliebig, j; eine Wurzel der Gleichung y^e" = 0; diese 
Gleichung hat jedoch nur eine einzige Wurzel, nämlich y=0 = ij und 
so ist nun , wenn wir noch yf ey zur Abkürzung mit c bezeichnen 



25 25. 



1 Py 

^^e = y / yi^e^ ay 



y Google 



i„'= / Sin 



Die Gleichung 24. besitzt demnach nur eine einzige Unikelirung 
»nd diese wird durch die Fonnel 

27. j= -^.^o + '^1 eos h Jjcos ■ — - + 

gegeben, deren Gültigkeil an die , Bedingung c > a: > oder 
y/i ey > X ^ gebunden ist. Hierin liegt übrigens keine drückende 
Beschränkung, denn da das Produkt yi^ey mit y gleichzeitig ins Un- 
endliche wächst, so kann man dadurch, dass man y hinreichend gross 
nimmt, jenes auf x bezügliche Intervall beliebig erweitern. 

IL Nicht ohne Interesse ist es, ein ganz verwandtes Beispiel, 
nämlich die Umkehrung der Gleichung 

28. X = f/^e-» 

daneben zu stellen, weil hier die Sache wesentlich anders wird. Die 
Hüirsgleichung i/'(!/) = besitzt jetzt, wenn y wie vorhin positiv ist, 
nicht eine, sondern zwei reelle Wurzeln: j/^=0 und y = ix> oder ij, 
= und rj2 = 'X), Nehmen wir die entsprechenden beliebigen Wer- 
the von /, nämlich y, und ^j, einander gleich, bezeichnen sie mit y 
selbst und setzen zur Abkürzung ip {y) — yl^e~y = e, so haben wir 
jetzt für jjK=)^, = 

29. -r^«=J'--f / yö^% 



30. 

und für fj-=jJ2-= 






2 /">•. Inf 
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31, -1-/1. =r + ^ 1 yl-r'i) 

y 
» 2 /^°° Im \ 

y 

und nathJom auf diese Weise die Koefacieiilen beslimiiil sind, wer- 
den die beiden Umltehrungen der Gleichung 28. durch folgende For- 
meln gegeben : 

33. 



34, 

wobei immer c ^x^O d. i. /"e"~^ ^^■i^i^ sein muss. 

Da hier y beliebig ist, so kann man noch fragen, welches der 
vortheilhaftesle Werlh von y, d. h. derjenige Werth sei, für den das 
Intervall bis yl'e~y seine grösste Ausdehnung erhält. Diese Frage 
beantwortet sich leicht, indem man nur das Maximum von j'''e~^oder 
yfe—y aufzusuchen braucht. Man findet, dass letzteres für y = fi 
oder y = i-t einti'itt und dass sein Werth 

35. |il'e-^' =i-^Y =M 

ist, wo M als Abkürzung dient. Setzen wir also y=n, wodurdi c 
in M übergeht, so haben wir folgende Formeln: 



- — / SIW I -jT 

mt J \M 



y^e-s I äy 
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37. \ f 

i" .2 /^f / Mnr „ \ , 

[ ^" = + ^-^ / '"' \ W ^^~ ) '*^ 

*" f 
und 

. / . i ™-^ I i 2?!^ , 

38. yi=-|-^ + 4'^os-jy +^2 '^0» -^ + •■■■ 

39. y^='^Ae+AiCOs-^-j'AiCos ^ + .... 

W^.ir^ 0. 

Auch hier hegt in der letzten Bedingung nichts Beschränkendes ; denn da 
M das Maximum von yl^tr-'> d, b. von x ist, so bann überhaupt x 
nicht grösser als M werden und es würde iieinen Sinn haben, für 
X ;> M eine Uinkchmng der Gleichung y!^r^ zu verlangen. 

Bemerkenswerth ist noch das Resultat, welches man durch Sub- 
traktion der Gleichungen 38. und 39. erhalt; es wird nämlich 

40. y^-Vt = [^Ä, - ^ A^ "j + [J,-A, j cos ^ 

2tm , 



+ {Ä,-4, 



M 



und dabei ist vermöge der I'Qr die Koeffieienten getroiTeneu Bestim- 
mungen 

ii',—- 1-J,= i / 'tl'e-<d,+ /»."r-"*! 
ferner 
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d. i. wenn man für den Sinus die gleich geltende Kdtie setat 
a I 

wobei überhaupt r' zur Abkürzung für 1.2,3...r dient. Dui'cb In- 
tegration der einzelnen Giieiler wird hieraus 
H f 

A„ — An 

Setzen wir also zufolge von No. 4Ö, für M > a; > 

so wertlen die Koefficienten C mittelst der beiden Formeln bestimmt: 
42. fo = r(^t-M) 



So Laben wir z. B. für ,m=1, M= — und 

!/ i— -Vi 
2e 

= -i- Co + C^i cos IT ar -fCj cos 2 Jie^ + Cj cos 3 IT ca7+ 

wobei immer --^^i^O sein muss und die Koeflicienten C mittelst 
der Formeln 

C _ J- {nm)'^ (nne)^ (nTte)^ 

gefunden werden. — Man sieht aus diesem niclit uninteressanten Er- 
gebnisse, dass es nach dem hier angegebenen Verfahren nicht schwer 
hd!t, Relationen zwischen den verscliiedenen Umkehrungen einer Funk- 
tion, oder, was Dasselbe ist, zwischen den verschiedenen Wurzeln 
einer iransscendenten Gleichung zu entdecken. 
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III. Set norii die Unikehrung der Gleichung 
44. v"(l — y)=x 

aufzusuclieii , worin wir fi als eine positive Grösse, die aber nicht ge- 
rade eine ganze Zahl zu sein brauclit, voraussetzen wollen. Da hier 
die HfllFsgleidmng i/)(i/)=0 oder yf'(l — »/) = zwei reelle Wurzeln 
besitzt, so erhalten wir wieder zwei Umkehrungen, von denen die eine 
aus der Supposition )j^;j;,= 0, die zweite aus ?j=r);2 = l entspringt. 
Lassen wir wieder y, und y^ einander gleich und zwar = y sein, so 
erhalten wir ähnlich wie vorhin 




und wenn wir y,"(l — y) zur Abkürzung mit c bezeichnen, so sind die 
beiden gesuchten Umkehrungen : 

49. y,=:-|.y/„ + .'4cOS — + J^cos ^- + ... 

It !l nx II 27TX 

50. V.j_=^\ jio + -''i "^"s V" + ■'•a cos — — r — 

I>iese Gleichungen gelten für c > j; > oder 
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und es ist (iaher am vortheilhaftesten , y so zu nälilen , 
dass y"(l—y) dadurch sein Maximum (irreicht. Dieses tritt ein 

und sein Betrag, der M heissen möge, ist 



Geben wir ulso den in No. 51. verzeichneten speziellen Werth, so 
gellt c = j"''(l-" y) in ilf über und wir haben 

I' " 1 /" 
>' 

für die so bestimmten K(jel'li dienten gellen nun unter der Bedingung 
c>x > d. h. JM > a: >0 die Gleichungen 



h/ljCOS- 



56. j/,^^^„-f^ 



M ^ M ' "' 

welche dnrch die vorher genannte Bedingung nicht heschränkt sind, 
da X nicht grösser als sein Maximum M werden kann und folglich föi- 
Jc ^ M wenigstens keine reelle Umkehrang existirt. 

Subtrahirt man die Gleichung 55. ron ihrer Nachfolgerin und 
setzt für M>£>Ü 



57. M 
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Bo ist, wie man iminiUelbar einsieht, 

U t 

ä i. vermöge der Wertlia von A^ und Ag 



= / V'^—y) 'ly + I y"(i— (/) % 



.ß 



X' 



diu bekannten Formeln 



r(r+»0 = r()-+])(r+2)..(r+w-l)r(r) 
in Anwendung bringt 



" (fi-)-l)(;((+2) 



ferner hat man vermöge der Werthe von i„ niid /!„ 
C. = -2 U.-A. , 



= ^y"'"!f »''*'--»'' 



d. i. wenn man für den Sinns die gleichgellende Reihe selzt 



/'i 



r ^ ^^ ^•' 3'\ M / 



d, i, unter Anwendung der obigen Formeln aus der Theorie der 

mafunktionen 

I r(2) IrtnV 1 r(4) ^ 

r(/(+l)(p+2)\ «I 3- (S/.+l)(3('+2)(3/i+3)(3(i+4)"' 
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oder endlich wei[ immer /' {m) = »»' ist, 
59. C„ « 



(^+1) (^+2) (3,«+l)(3/t+2)(3/,+3){3^+4) \ H } 

+ !.._... ...-J^JlY- .. 

^(5^ + l)(5;(+2).. .{5!i+6)\mI 

womit min sämmtliche Koefßcienten der Reihe 57. bestimmt sind. 

In dem speziellen Falle /t = l lassen sich die Umkehrungen 
unserer Funktion geradezu finden und man erhält durch Auflösung der 
quadratischen Gleichung y(l — y) ^= x 

i/i = -|- - ■ Vx -~ * 
yi= -k + Vx — * 
Substituirt man diess in die Gleichung 57. mit der Rftcksicht, dass 
nach No. 52. M=i-^ ist, so muss jetzt die GJeiclmng 

statt finden , welche für x -= ~ in die etwas einfacliere 

4fr 

'-■^(■'a -t- C, £0S5CjC0s2e + Cjtusas + 

TT >2 ^0 

Übergeht und worin jetzt nach No. 59. der allgemeine Koeftlcicnt ist: 
- _L _ (4wjr)' (4>tfT)* 

■ 2.3 "4.5.6.7 "^e.?....!! 

(4Mfl)« , 



61. C. 



8.9. ...15 ^ 

Man wird vielleicht eine directe Bestätigung dieses Resultates nicht 
ungern sehen und wir wollen sie daher noch mittheilen. Selit man 
in den Gleichungen 14. und 15. c = n, C und z an die Stelle von 
X und X, so erhellt, dass diy Gleichung 60. nur bestehen kann, wenn 



-i/^ 



VI — 4 losnsäs 
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Führen wir eine neue Variable h ein, 
, so wird 



-ß~^ 



t^ 



0-«)*-'|l^i5|H>'+l^»>*^ 



hier Itann man die einzelnen Glieder nadi der schon vorliin heimtzleii 
Gammafunktionenformel integriren und erhält 

r 1 i n-|-)r(i) r(-| -)ri3) (wn)' n^)A5) (»^t)^ __ ] 

^'' '^ \ T{\) n^) 2* ^ r(^) 4' • ■ i 
oder auch 

T _ , ) 2' 2'Oct) ' 2'(«^)'^ _ i 

" * (1-3 1.3.5.7 "''l .3.5.7.9,11 "" ) 

I < 1 (2»^)' I (2»^)" . ! 

'"'■' fl.3 1.3.5.7 "^1.3.5.7.9.11 ) 

Die Uebereinstimmung dieses Werthes vun C„ mit dem vorhin in No. 
61. entwickelten giebt eine einfache Vergleicliung auf der Stelle zu ei-- 
kennen. 

IV. Wenden wir unser Verfahren auf eine aigehraische Gleiclmng 
»om Grade n etwa auf die folgende 

62. flo ''+«.!/'-H%i/'*-24-;...+V-l»=^ 
an, worin wir der Allgemeinheit unbescliadet x immer als positiv an- 
sehn dürfen, so gestalten sich die Sachen ganz ähnhch wie vorhin. 
Zunächst sind nämlich die Wurzeln der Gleichung 

aufzusuchen; von diesen kennt man eine, nämlich y = jj, =0 be- 
reits und die anderen finden sich durch die Auflösung der Gleicliung 

63. (i«j/'"~^-l-aii/'"~^+... + a^— 1 = 
Nennt man ferner y denjenigen speziellen Werth von \j, für welchen 
die linke Seite der Gleichung 62. ihren grösslen positiven Werth er- 
reicht und M dieses Maximum selbst, so ergeben sich sämmtlicbe Um- 
kehrungen der Gleichung 63. aus den Formeln 
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'^.IM 



65. ( 

[ M >x >(i 

wenn man für ip(y) Jie linke Seite der Gleichung 62, und für j/ erst 
die Null und darauf die Wurzeln der Gleichung 63. substituirt. Man 
erkennt also, dass sich sämmtlidie Wurzeln der Gleichung 62. ange- 
ben lassen, sobald man die Wurzeln der um einen Grad niedrigeren 
Gleichung 63. finden kann und folglich ist diese Entwickelung zugleich 
eine Lösung des allgemeiuen Problemes: „die Wurzeln einer algebrai- 
schen Gleichung /den Grades durch die Wurzeln einer Gleichung 
.(_fi — f)ten Grades auszudrücken." 

§.6, 
Eine zweite Auflösung des Umkehrungs problemes wollen wir aus 
dem Salze herleiten, dass sich jede Funktion <f{x) In eine Reihe von 
der Form 

. ^tx „ . 2?iic , „ . Sirai , 

66. (p{a::)~BiSin \-B.^stn \-Ii^stH- — - +... 

vei-wandehi lässt, worin die Kocfficientcn B mittelst der Formel 

2 /''" nTix 

67. B^ = ^ / <p (x) sin dx- 



"•"^ f'"''- 



bestimmt werden Dabei isL c eme willkuihnhe |)ositive von Null ver- 
schiedene Grösse und die Reihenenl Wickelung gilt für jedes innere- 
halb des Intervalles bis c hegende x, lui ic = oder a; = c je- 
doch nur dann, wenn zufällig y (0) — odei q5(c) — sein sollte. 
— Sehen wir wieder r/ (i) = y als Line Umkehrung der Gleichung 
= yj(y) an, so ist 

H7VX , 






iy 



yGoosle 



■"Ks) . 



— / Ayms 



und hieraus erhalten wir ß„ durch Multiplication mit - — und Integra- 
tion zwischen den Gränzen x—-c und x = 0. Diesen Werthen von x 
entsprechen, ganz wie im §. 3. die Werlhe y=^y und y = }j, wobei 
y eine Wurzel der Gleichung ip(i/) = c, oder , wegen der Willkühr- 
lichkeit von c, in so weit beliebig ist, als ip(y) nur positiv zu sein 
braucht, und ij eine Wurzel der Gleichung ip(y) = bedeutet. Wir 
haben daher für c = ipiy) und wenn wir einmal y^^y, dann y = tj 
setzen und subtrahiren 







ly.. 


■)sm ix 




i;\- 


ycosnfr-fj; j + 


2 pr 


oder auch 








68. B, 


__ 2 1 


\(-y>'*'y+i\ 


^ir^ 



für die so bestimmten Würthc der Koeffizienten B und imter der Ifedin- 
gung c J> JT >. d. h. j// (j') > ic > gilt nun die Gleichung 66. 
oder: 

.2^ + ß .,-„l7-£ + .... 

Man erhält aus ihr sämmtlicbe Umkehrungen der Gleichung x=^)(y), 
wenn man für i/ der Reihe nach alle Wurzeln der Gleichung tp iy) = 
Eubstituirt , wobei man auch dem y verscbiedene Werthe geben kann. 

Auf den ersten Anblick möchte man geneigt sein, die obige Um- 
kehrungsformel für unbequemer als die in §. 4 entwickelte zu halten, 
weil der Koefözient B„ aus mehreren Theilen besteht, während J„ ein 
blosses bitegral war. Diese Unbequemlichkeit ist jedoch nur schein- 
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bar, weil sich diejenigen Reihen, welche aus dem vom Integralzeichen 
freien Bestandtbeilcn des B» entspringen, leicht summiien lassen. Set- 
zen wir nämlich 

wo nun C, durch die Formel 
2 



71. C„ = 



cos , y r — "V 



bestimmt ist, so erbalten wir für y folgenden Ausdruck 






Nun gelten aber für n^'U^Ü hekannthch die Formeln 
-^i(— stni* — -^sm2ii + -^smit« — ... 
-^ (jt — m) = sin w + -^ sin 2m + -f sin 3m -{-..... 

Benutzen wir dieselben für « = —7-^ , was wegen der Bedingung 

i^(y)i»3;^0 erlaubt Ist, so erhalten wir jetzt folgende ümkebrungs- 
formel : 

27. y = v-\- ^-^ X 

. ^ . TTX , „ . 271X , „ . 3JtX , 

iply) if(y) tp{y) 

wo nun die mit C bezeichneten Koeffizienten nach der Formel 71. zu 
bestimmen sind und die Bedingung )/Mj')J>a;>0 erföllt sein muss. 

In der vorstehenden Form ist unsere Umkehrungsgleichung sehr 
brauchbar, sobald nur kein tj unendhdi gioss ausfällt, wie z. B. für 

§.6. 

Als Beispiel für die soeben entwickelte Umkehrungsformel benuz- 
zen wir den Fall Tp{y) = t/ — esiny, wo es sich also um Aullösung 

der trausscendenten Gleichung 
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73. y — ssmy=x 

liandelt, in weicher wir s als einen positiven äclitcn Brucli Toraussez- 
len wollen. Die Hülfsgleichuiig ^|; (;/')= hat unter diesen Umständen 
nur eine einzige reelle Wurzel nämlich, */ = '?=0; nehmen wir aus- 
serdem y=:7t, wodurch ip(y) ebenfalls = rr wird, so ist jetzt 

74. y = x + C|Si'n.r4- C^sinZx + C,sm3x + 

^ > Jc > 
und dabei gilt für die Koeffizienten die Bestimmung : 

2 /^^ 

Cn = ~ / €Os{ny~nssiny)d>/ 

oder 

75. £„1=^ / sinCnesmj)S!MW!/rf)/ +— /cos(nssiny)cosni/dy. 

Dieser Ausdruck vereinfacht sich bedeutend, wenn man auf die Unter- 
scheidung von ungeraden und geraden n Achtung giebt. Im ersten 
Falle ist zunächst 



/■ 



cos(nesiny) cosny dy 



= / eos(«es!ny) eoswy liy + / t 



cos ine sin y) cos ny dy 



und wenn man im ersten Integrale rechts jf = a , im zweiten y= ?t — s 
setzt, wodurch cosny = — cosnz und ds = — dz wird, so ergiebt sich 
für die rechte Seite der Ausdruck 



/■ 



cos{nesin^)cosnzdx+ / cos («esma) cosMsd» — 



'S"" 

10 das z' 

2 P^ 

Cn^— / sin(Mimy)smnydy ,(Jiui 
nnj 



Für ungerade n verschwindet also das zweite Integral in No. 75. und 
es bleibt 



76, Cn^— I sin(Mimy)smnydy ,(jiungerade). 
Wendet man genau dieselbe Zerlegung und Transformation für den 
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Fall eines geraden n auf das erste integral in No. 75. an, so findet 
man, dasa jetzt dieses wegfällt und flbrig bleibt: 

77. Cn= — / cos{nesiny)cosnydy .(ngerade). 



-^y- 



Die Integrale in 76. und 77. lassen sich übrigens auf eine ( 
scliatlliclie Form bringen und zwar durch folgende Umwandlungen. 
Wir setzen zunächst y=^7t + ^, su wird für ungerade n 



2 . HTf f1 

2 n7t r^}-^ 

C„ = — COS-fT- / COSiWECC 



und für gerade 

Da überhaupt eine Funktion wie f{cosz)cosnz für negative Werthe 
von a ungeändert bleibt, so giebt auch die Integration zwischen den 
Gränzen » = und s = — -^?c Dasselbe wie die Integration von » = 
bis a=+-J-7E, und der Betrag einer von x^= — -^7c bis a^=+-^ 
ausgedehnten Integration ist demnach das Doppelte von Dem, was die 



Integration zwischen den Gränzen a = bis 


3 — — -^JE liefert; wir 


haben daher für ungerade n 




'^■= s*f /"•"•""«"" 


) cos nz dz 


und für gerade n 




C„= — cos-^ / cos(n€COSi 


i) cos ns dz. 


Statt dieser Formeln kann man auch die folgenden setzen: 


9 „_- /'n 

78. C„=~ sin -^ j sin (ne coi 


iz)cosnxdx 


79. C„= — cos— / cosineeosz)c<tsnzdz 
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«ig man leicht ei kennt tcbald mm dai» Inten all biii n m die bei 
den inten lle lis \7t und ^t bis ?r zeilegt und in den auf das 
letztere Intenall bez genen Integialen die Substitutiun »=?i — » vor 
nimmt. Auf die letzten beiden Inttgrdle i&t nijn em schönes Theuem 
anwendbar wekhes min dem beiubmten \erfa'-ser der fnndamenta 
nova funcl elbpl verdinkt und wonath j deizeit 

/ f(cosz) cosna dz= YTä.ö/.rrän— I) / [^"^('^"s s) shP" z ds 

sein muss. Benutzen wir diese merkwürdige Trans form allen für die 
in 78. und 79. vorkommenden Integrale, so haben wir zuerst 

f{tt) = sin {nm) also /"W(m) = {n£)''sml-^ + nEu) 

d. i. weil hier tt ungerade ist 

/W(m) = {«£)" 11»-^ cox {nsu'j 

und zweitens 

f (m) = cos {neu) , [^"Xu) = (»«)" m (^ + ne u\ 

oder wegen des geraden n 

/("'(m) = (ns)'^ cos -^ cos (neu) 

Substituiren wir die^s für ti=cosz in die Formel 80. so erhalten wir 
für ungerade «.- 

/ sin (ne cos z) cos nz dz 






und für gerade w 

cos(nECOsx) cosnz dz 



cos (ne cos z} sin '^"zds 



' l.a.ä" (2n— 1) "'? I cos(i\iaits)aiti"eiti 
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Hierdurch aiehen sich die Formeln 78. und 79. zu einer einzigen zu- 
sammen 

^'= n^ l.3.5...(2n-l) y cos (he cos ^)ßin^ z d^ 



oder wie leicht zu sehen ist 



«TT J.3.5...(2tt■ 



cos (necos c) sin'" s dz. 



Die Ausführung der vorstehenden Integralion hat nicht die mindeste 
Schwierigkeit; denn setzen wir für eosv die bekannte Ueihe, was kurz 



'"^-iw- ■ »»»■■•ä-'- 



bezeichnet werden möge 



4 (.«)■ ^ (-l)'»»)" /"j„", 

^■"«.il.3...C2«— !)"■ (2*)' ^ 

für x^ = x Terwandelt sich das Integral foigendermasscn 






_j_ 1.3.5(211— D/'g. 1.3.5. ..(2i—l)/'>t 
~ * ■ 2". (n + fc)' . 2* 

Hierdurch ergiebt sich für C« die Formel 

r = 2 (-l)H«^)^M.3.5...(2fc-l) 

d. i. nach einiger Hebung 

2 (- l-nf)" „ (-i)i(-i.ne)« 

Schreiben wir 2« für e, wo nun das neue £■< -^ ^ß'" niuss, lo ist 
nach 73., 74. und 82., die reelle Wurzel der Gleichung 
83. y~-2.esin}/=:x , ■^>e>0 
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mittelst der Formel bestimmt 

l y = x-\- CfSinx + C^sin^x + C3 am 'ix + . 

71 > X ><i 

imd darin 

2 (ns)" i («£)' __._(»?)!_ 



84.: 



(5. C„=-^ 



1-v 



: + ö 



l'.(»i+l)^2'.(H+l)(w+2) j 

für die speziellen Fälle x=0 und ic = 5r giebt die Formel 84. y = 
und y=s7r, was in der That richtig ist*, da ferner einem negativen ,i; 
ein gleichgrosses nur negatives j/ entsprechen muss, wie einem posi- 
tiven X, so gilt die Formel zufällig aucli noch für negative j:; 
das Intervall für x lässt sich also von x = — rc his 3: = -j-?r er- 
weitern. 

§.7. 

Die Methode, deren wir uns in den §§. 3. und 5. zur Umkeh- 
rung willkübrlicher Funktionen bedient haben, bietet den grossen Vor- 
theil, mit völlig gleicher Leichtigkeit auf das allgemeinere Problem 
anwendhar zu sein, wo man aus a; = i/i(i/) nicht 3; selbst, sondern 
eine gegebene Funktion von y, etwa f{y), entwickelt wissen will. 
Setzen wir nämhch f(y) d. h. 

86. f[<p{x)}=^^Ao+A,cos — + Aieos — + .... 



'/' 



/•[(P(x)l I 



um! hier lässt sich der Koefüzient A„ auf älinliche Weise wie früher 
transformiren. Man hat nämlich 
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fuhren wir die Gränzen x — c, x=:0 ein, denen in Beziehung aui y 
die Gränzen y = y und y=f] entsprechen, so verschwinden die vom 
Integralzeichen freien Glieder, vorausgesetzt nämlich, dass weder /(y) 

noch f(ij) unendlich ist; durch Multiplikation mit — findet man nacli- 

her, indem tiir x und c die Ausdrücke ip(y) und ifi(y) gesetzt 
werden. 



^ß' 



ifi) sin ■■■■ ^ X '^H 



wo nun wieder i} eine Wurzel der Gleichung tp(y) =0 und y in so 
weit beliebig ist, als \p{y) nur positiv zu sein braucht. Für den 
Koeffizienten A^ hat mau durch besondere ebenso leichte Transfor- 
mation 

88. ±.A, = r{y)~^-l- fr(!/)^(j/)dy 



und für die somit bestimmten Koedizienten gilt nun die Gleichung 
86. d. b. 

89. /(j,)=xj, + ^,cösi^+4cös^+.... 

Wollen wir dagegen die Funktion f(y) nicht in eine nach Cosinus, 
sondern nach Sinus fortgehende Reihe verwandeüi, so haben wir für 

c > OB > a 

90. ,^[y(.)]=ß,,m!H + ß^sm?^ + ß3m^ + 

zu selben , worin 

ist. Die Transformation von B„ gehl dann folgendermassen vor sich: 



yGoosle 



-^yrw.,c, 



Durch Einführung der Cräiizen x = c, jr— d, i. p^y, y — ij iiml 



-rß'^ 



wonri wir zur Abkürzung setzen 

91, C.= A /7«,o,=«f),„ 

- V 

Diu Reihe 90. nimmt nun für c = jp(y) und wegen < 
Stimmung von ß„ folgende Form an 






? -j- Sl« 



+ ! 



, ^ ■ =^^ ■ ^ . 2^1:3; , ^ , 27IX , 

VHr) v^ir) ^(y) 

und durch Summirung der beiden ersten Reihen 

92. f(y) = f(ri)+ tSylZlIM^ 

wobei nun i/» (/) ,> !c > sein muss. Für ic — liefert die Formel 
das Resultat f.{y) =^ f ('']), was richtig ist, weil »/für x=0 in tj 
übergeht; für x = yj(y) erhält man ebenfalls richtig f(y) — f(y) 
und daher gilt die Gleichung 92. unter der weiteren Bedingung 
^(y) > a; > 0. 

Beispiele hierzu lassen sich leicht geben; so wäre für die For- 
meln 87., 88, und 89. die Annahme 
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V<y) = y- esiny == x 
iina f(s) = a (I—Ecosy) = r 

ciiiü sehr passemli;; es findet sich dann für y=Jt 

r — 4"'*o + '^l eoji,r + -4i ros2.r + ^jCosSx-j-. 
WQ tlii! Koiifficietiten sind 

A^ = «(2-1-6*) 



■und 



-^ß" 



Hiny—nE tiny) dy 



Duses IntegMl ist ginz dinhchei Transfoimationen fähig wie das in 
Ni) 7a betrachtete, die wii abei hier nicht ausfuhien wollen, weil 
unestheils die Siclic keine Srhwierigkeiten hit, und nnn ausserdem 
(hs Endresultat fliiich Bessrls ünleisucliung schon kennt, es findet 
sich ntnilich 






^ (i«./ 



.(«+l)(» + 2) 
« + 6 



3'.(n + l){«+2)(n+3)'^"'^''+'"i 
miil damit ist das Problem gelöst, den Radius Vektor eines Planelen 
direkt durcli die mittlere Anomalie auszndräeken *). 

§.8, 
Die Formeln des vorigen Paragraphen gehen noch ein bequemes 
MiUel zur Berechnung solcher bestimmter Integrale 

F(.r) djr 



ß'' 



deren lutegrationsgränzen y, und jj nicht unmittelh<ii bekannt, son- 
dern zwei Wurzeln einer Gleichung \p(y)=x sind Es \cidienl diese 
Anwendung vielleicht um so mehr Interesse, als bis jetzt keine Me- 

') Supplemente zum maihemotUtiien Worleibuche, eisfe Abiliei!., S. 2B0. 
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thotle zur Lösung dieser aiisciiisitiend sehr schweren Äiilgabe vorhan- 
den war. 

I. Selzen wir zunächst in den Formeln 87., 88. und SO- 



SS. fiy) 



^ / Fix) d.. 
istanle bezeic 
87. 



wobei a eine beliebige Konstante bezeichnen möge , so ist 

f'Ky) =F{9) 
nnd nun wird aus 86- und 87. 






Für die so bestimmten Werlhe der Koel'tizienleii ist i 



/^< 



«0 ipiy) xp(Y) xp(y) 

Gesetzt nun die Gleichung xpiy) =^ x habe zwei Autlösungcn »/, und 
yj (wenn mehrere vorbanden sind, nehmen wir zwei derselben), so 
besitzt auch die GleMung j/i(^)=0 zwei Wurzeln tj, imd jjj; diess 
giebt zwei vei-schiedene KoefBzientenbesünimungen , nämlich 

i Pr \ Pr 

^A^= I F{x)Ax--^^ i F(y)tlj{y)dy 

Utltl 

n fr 1 fr 
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2 Py 



und ebenso hat man aiicii ilie beiden Reihenentwickelungcii 



X'^ 



= a "^o +'*i Cös -7-7-7 + ^1. COS -:-r-: + -Is cos -— -- + , 
^(r) VIJ'' ^W 

und 



/ 



^^■(^7) Ax 



27tx , '' 3m^ 



Subtraiiiren wir die erste Glelciniiig von der uweilen und selzeii 
97. / F\x)dx 



ß' 



so haben wir für die Koellizienten P folgende WerlliC 
II I 

I II 

d. i. vermöge der Wertlie von -^Af, und -^A^ 



1 /*l^ 



ferner ähnlich für P„ 

Da hier y nudi willliüLriich ist, so wählen wir es der Ai-t, dass i^(y) 
daduroli seinen grösslen positiven Werth M erhält, von dem wir vor- 
aussetzen, dass er nicht unendlich sei; wir haben dann die Entwicke- 

hmgsformel 
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ß 



Fix) dx 



M >ie >Q 
würiii diu Koefliziuntnn P mitteisL tief Fürmchi 

101. i|'.= ;^ / F(y),p(y]dy 

102. P„=i^ A%*"^* 

bestimmt werden. Unter j^j und f/a verstehen wir wie inimur >;wei 
Wuraeln dei' Gleiclmiig )// iy) = 0. 

II. Genau dieselben Substitutionen tind kleineu Transformalionen 
sind auf die Gleicliungen 91. und 92. anwendbar; man Undet so 

103. / F{.rydx^ / F(s)dje 






]»> ic >0 
wobei die Kocflizieuten Q mit Hülfe der Formel 



2 /"l- 



104. 0"-=—^ /f^cos 



zu bestimmen sind, 

111. Man wird vielleicht eifi paar Beisijielc bierzu nitliL uiiftcrn 
sehen. Sei daher aimächst 

so ist Jjt = , 1^1 - i ; das Maxinmm W von \\> (y) tritt ein für i/ = ^ 
und ist M=l. Die beiden Umkehrungcii von \p{y)=x lassen sieb 
in diesem Falle angeben nämlich 

105. )/,=.^(i— /r=^ 



yGoosle 



(0 

106. ,,=x,l^.^i=^ 

SelzBii wir ferner ilie willkülirliclie Funktion F(x} = x'^~^: (1— j;),s<i 
Italien wir nadi Formel 100. 

/'Vi /-i-(l+\/I=S) 

I >a;^0 
und liier ist die Koeflizientenbestiinmung folgende: 



108. 
ferner : 



P„ E= — / y sin [inTT . y (1 — y)] du 

und wenn wir für den Sinus die gleichgeltende Reihe 

suhstituiren , so wird 



= s; ^ — (2t+i)' / »"«'(i-»)'"* 



Der Wertli des Integrales für sicll ist 

r(,i+2H.l)r(2l:+l) 
r(^+«+2) 
^ ,.(y+l)(y+2)...(y+at).(2<:y 
p<,,+l)(p+2)...(p+«4-l) 
(2ir)' 



(,i+2i+l)(,,+2i+2) . . . ((«+«+1) 
tind hieraus ergiebt sich für P„ der Werlli : 

p - -1 (— 1)' (to»)'»^^ 



2*+l • (,j+2*+l)'((<+2t+2) + ...((i+«+l) 
oder auch wenn man das Summenzeichen auHöst 
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+ -. 



5.(/(+5)(^+6)....(,(+9) --^ 
Durch die Formeln 108. und 109. sind nun die in der Gleichung 
107. vorkommenden Koeffizienten vollkommen bestimmt. 

Ein zweites nicht uninteressantes Beispiel bilden die Annahmen 

hier ist »;, ^0, iji=:cd und das Maximum M tritt für y=l ein, 
nämlich M= — . Nach Formel 100. ist nun für — ^^j^O 



110. 



/-»Vi 



= .i- P„ + J*i COS Tiex + P^ cos 2}tex + i*a "os 3rrc J7 4- 
und für die Koeffizienten haben wir folgende Werthe 






'ye-ydy= - 



P„ — ■ — / — sininn y er'J) dy 
nn J y 

oder wenn man den Sinus entwickelt und jedes einzelne Glied inte- 
grirt: 

112. p„_2e|^-2j— 3-^+ 5 gs •■■■\ 
Die in den Formeln HO., 111. und 112. gegebene Berechnung 
eines bestimmten Integrales ist in so fern bemerkenswerth , als sie die 
Entwickelung zweier Integrallogarithmen darstellt, indem die Gleichung 



/ 



**^i-^ = lt(e-i'») — (tCe-^O 



vermöge der Uelinition des Int^allogarithmus statt iindel. 
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Ebenso leicht wird man Beispiele für das Tiieorem In No. II. 
bilden, wobei man nur beiiickslchtigen muss, dass zur Convergenz der 
Reihe die Endhchkeit des iDtegrales 






Iiiiireicheud und iiothwendig ist. 

§, 9. 
Obsciion die Entwicitelungen, die wir bisher gegeben haben, eine 
Allgemeinheit besitzen, welche für die meisten praktischen Anwendun- 
gen hinreicht, so können wir doch noch einen Schritt weiter gehen 
und auch die letzte stattfindende Bescbränkung wegschaffen. Es gel- 
ten nämlich die bisherigen Formeln nur für wesentlich positive x, was 
darin seinen Grund hat, dass die Reihenentwiclselungen 

1 . . ^^ . . 2iTx , 
q> {x) =^ -^ Aq + ^1 cos r -^a cos f- . . , 

. ^-^^ . >. • 25ia; , 
(p (X) = ß, S)M h öj si» 1 

von denen wir ausgingen, selbst nur für positive x richtig bleiben, 
für negative x dagegen blos dann gelten, wenn entweder zufällig 
q, (__a:) = y (+a!) oder q>{~-x}=^fp(x) ist. Ob aber eine dieser 
Eigenschaften statt findet, lässt sich, da tp(x) als Umkehrung von 
(l/(w) erscheint, im Äfigemeinen nicht cnEseliciden , wenn nicht, wie 
z. B. beim liepler'schen Probleme, besonders glückliche Umstände ein- 
treten. WL' geben daher noch eine Entwickelung , welche auf positive 
und negative x gleichförmig passt, und nehmen dabei unsern Auslaut' 
von der bekannten Formel 

1 . . < ^^ . j 2lT;r , 

1 13. Fix) = -i- Je + Ji cos — + A^ cos — i- . . , 

+ h 
weldie für alle in dem Intervalle x — —c his x = + c begrillei 
gilt, sobald die Koeffizienten A und B mittelst der Formeln 



114. 



i„ = — f Fix)cos~^tly 
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ie An wen dm 



Ijestimmt werden. Die Anwendung hiervon ist folgende,- 

Es sei wieder xss-xjjiy) und eine gegebene Funktion f{y) clw 
umgekehrten Funktion y = cp{x) zu entwickeln. Wir setzen dann 
1 vorige e(s;')=f[<p{3})'\ = fiy) und haben 
nizx 



dx 



-f- 



Durch partielle Integration ist nun gleich wie Irühcr 



f- 






nnx c r 



woraus sich d„ durch Multiphkation mit — und Einführung dei' Gräu- 

zen x = t,, Xz= — c ergiebt. Hierbei ist aber c beliebig und dem 
nadi leicht zu erhalten , wenn man in der Gleichung -j^ (y) =: (c dem y 
einen willkillirlichen Werth / der Art erlheilt, dass ein positiver Wertti 
von x hei'auskommt ; diesen speziellen Werth von x nennen wir nach- 
her c, und so entspricht der oberen Integraüonsgränze x=iC die In- 
tegrationsgränze y = y. Um die Integralionsgränze für y zu linden, 
brauchen wir nur zu bemerken, dass x^ — c ^= — '/'(/) oder 
'tp{y)'=^ — ipiy) sein soll, also die untere Integrationsgränze, die etwa 
y heissen möge, eine Wui-zel der Gleichung if)(y) = — j^(j/) sein 
niuss. Nach diesen Bemerkungen ist mm, wenn f(y) weder für ^=1- 
noch für y=^'y unendUch wird. 



--/>' 
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lind ebenso leicht ündeL man I'ür -^A^ und ß„ die Formell! 



+ 









wobei also rcstzuhalten ist, tiass y wiltkülirlich bleibt, aber ipiy) po- 
sitiv ausfallen und ~y eine Wurzel der Gleichung i/* (y) = — i/* (y) sein 
muss. Für die so bestimmten Koeffizienten gilt die Entwickelung 

2tcx , 



ip{y) ' " ^i{y) 



unter dei' Bedingung c^x^ — c 'd. h. ^(y)1>x^ — ili(y). 

Da man berechtigt ist, für y alle Wurzeln der Gleichung Tp(y} 
=— (//{y) zu setzen, so giebt die Formel wieder sümmllichu Umkeh- 
rungen der Gleichung x = ip(y). 

Etwas bequemer wird die Formel nocli, weuu man 

HS. 



1 /V, , nnip(y) ^ 
C„ = — § f iy) cos ,yf ^'/ 



seüt, wodurch man zunächst erhält 

"•" » I' iCW ' "CM"*"' 

oder tliircli Summinmg der mittleren Reihe 

119 ,,„s_ f(r)~nJ> " I I . 
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7ix , , 2t[x , , Ztcx , 

■\-At cos--y-7+j4jCOS-— ^ +'*a cos—-— - + ... 
^ t/((/) i^(y) ip(f) 

Um den Gebrauclt dieser für i/'(y)>-a!>' — i/»(y) geltenden Formel 
an einem Beispiele zu zeigen, setzen wir f(y) = y und ip{y) = ye^. 
Geben wir dem y den willkürlichen speziellen positiven Werlli 1/=^, 
so wird xl>(y)=yey und nun handelt es sich zunächst um die Be- 
stimmung von ~, d, h. um Auflösung der transscendenten Gleichung 

Man ühersiehl auf der Stelle, dass dieselbe keine positive Wurzel hat; 
nehmen wir daher y = — s, so wird 

was aber für kein reelles z möglich ist, weil das Maximum von zer~' 
(nämlich — ) wenigerals ye^ beträgt. Setzen wir daher z=:u-i-vi, 
wo t wie gewöbnlich die imaginäre Einheit bezeiclmet, so ist 

(u + vi)e-^{cosv — isitiv) =yef 
und durch Sondcrung der reellen und imaginären Beslandtheilc 

120. e~''(wcoso + vsinv) = yeV 

121. e-~"'(vcosv — usinv)= 

Die zweite Gleichung ist auf doppelte Weise erfüllbar, indem entweder 
der eine oder der andere Faktor zum Verscliwindcn gebracht wird. 
Wollte man aber «-" durch die Annahme n~<n annuUiren, so würde 
die erste Gleichung in = ye^ übergehen , was unrichtig ist und wir 
müssen daher 

VCOSV — 1(SWÜ=:0 

setzen, woraus folgt 

122. u = vcotv 

Durch Sui)stitution hiervon verwandelt sich die Gleichung 121. in 

jj e"" ■"" " ^ ye>' sin v. 
Nennen wir ß eine Wurzel derselben, so ergiebt sich aus 122. eine 
zugehörige Wurzel H = a und es ist nun » - « + /Jt oder y" ^ 
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— (a+/i() gef in le i M n kiri t. eh 1 prbpi eiiiP ne ei tliche Erleiclite- 
rung hl ich verscbiflei dabs mal dm y einei Wprth gieljt, der 
den zugehüi ^en Wcilh ton ß sogitjch erkennen 1 «st Nelimen wir 

z. B. lur y die reelle Wurzel der Gleichung y&=.-^^ so wird die 

vonge Gleichung einfadicr 

und dieser genügt !?=+-h-' woraus nachher w=0 und~ = + -H-» 

folgt. Eine Unikehrung der gegebenen Gleicliung x=:y& wäre also, 
da jetzt i/r(j')=-^ ist, und für 7" — 4--ö"*" 

123. !/ = ()— f.') ■l' + ^-A 

-\-A^cos2x + AiCOsix + A3CosGx + .... 
+ C, sm2a; + C^sinix-{-Ciism&x + ... 

und iiicr gehen tur die Koeffizienten folgende Formeln: 



An=. / sin (2w y e") dy 



^Iß- 



■yey) dy 



worin ilio y die po'siLut Wuizel dei Gleichung ye^=— bedeutet 

Führt mdn die angedeuteten Integrationen aus so erhalten A und C 
complexe Weithe wie es auch sein muss weil die fui y aufgestellte 
DoppeliLihe zugleich für negative % ^ilt denen leine leelle Umkch 
rung entspiicht. 
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§. 10. 

Es siebt noch eine zweite Form, unter der sich die ümkohrun- 
geti ein«r gegebenen Funktion darstellen lassen und die dadurch be- 
merkenswerth ist, dass sie nicht in einer Reihenentwickelung, sondern 
in einer Integration zwischen gewisseu Cränzen besteht- Wir werden 
nämlich zeigen, dass die Umkehrung der Gleichung x = \p(y) jederzeit 
durch Integrale von den Formen 

üeosiBudu oder / Vsinxudu 

ausgedrückt werden kann, wobei U und V von u allein abhängen und 
X constant bleibt in ßcziehung auf die nacli « auszuführende Integra- 
tion. Diese Darstellungsweise bietet den Vortheil, y in geschlossener 
Form zu geben, die namentlich da, wo mit y noch anderweite Ope- 
rationen vorgenommen werden sollen , ungleich bequemer und liandii- 
cher ist, als eine unendliche Reihe. Wir stfitaen uns bei dieser Ent- 
wickelung zunächst auf die beiden von Fourier gegebenen Formeln 



e > a: > 

) — — / sinxu du j F{ 



Pi^) — ^ / s'*"^" f*** / P{t)sinHtdt 

c > X > 

in denen x als Constante anzusehen ist hinsichthch der successiv nach 
( und H auszurülu-cndeii Integrationen. Da in einem bestimmten In- 
tegrale nichts darauf ankommt, mit weichem Buchstaben man diejenige 
Variable bezeichnet, in Bezug auf welche integrirt wird, so kann man 
die beiden obigen Formeln aucli in nachstehender Gestalt darstellen 



;) = — . / COS XU du I F( 



iF(fl;) = —- / Vi&£u du I F(ß:)cosux dx 
c > jc > 
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lind 



125. 



C 2 P'^ P'^ 



\ c >a! > 

und bat dabei nur fest zu halten, dass zuerst in Beziehung ,iuf x in- 
tegrirt wird bei constant gelassenem n und nachher in Bezieliung auf 
u bei constantem ir. 

Sei nun wieder x = '}p(y) die gegebene Funktion und daraus 
f{y) = f[(p{x)] zu entwickeln, so setzen wir das obige F(x) 
= fi*p{^)\ = fiy) und haben 



/ F{x)cosuxdx= I f{\ 



f{y) coswa; ix 
= f(y)'-^--t /f'(y)dysmux 



'(.y)sm[utli(y)]dy 

Durch Einführung der Integrationsgränzen x := e und ;r=: 0, denen 
wie früher die Werthe y = y und y=^tj entsprechen mügen, wird jetzt 
unter der Voraussetzung, dass /(jj) nicht unendlich ist, 



/ F{x)cosuxdx = f(Y) ^i^— i- //( 

nd wenn wir diess in die Formel 124. substiluir 

P(X-) d. h. f(y) 



(y}sin[HilJ(3i)]dy 



\y)sm['>i4<(.y)]dy 



ach einem sehr bekannten Satze ist das erste Integral = -r-, soian- 

i X > c bleibt; diese Bedingung ist hier in der Thal erfüllt und 
ir haben daher die schöne Unikehrungsformei 
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126. 



2 /^tosxn ^ P^ 

/ (iM I P 



/■(y) = /-(^)-— / —- Au f r(y)sin[n^{y)-\äy. 



Ganz ähnücli gestaltet sich die Behandlung des zweiten Fourier'echen 
Theoremes. Unter denselben Voraussetzungen ist nämlich 

/ F{JC)simixdx = j fiy'jsinusda: 

,, . COSUX , 1 1,1, : , 

= —f(jj) — J^ ^ li f 1^^' ^ COSUX 

^~m'^+ ~ rf'(y)cosiu^pmdy 

Durch Einführung der Integrationsgränzeii a; = c und a! = , denen 
jr=y und y^=ii entsprechen, wird hieraus 

s 1 






{y)cos[u\piy)'\ily 



und nun giebt die Substitution in No. 125 
F{x)A.h.f{y) 

, 2 



2 ,, ^ Psinmcoscu, , 2,. , / si 

—lii) I — -^ — ''w + -A'/y - 

/s'inxv, j § l. 



fCy) cos [«)/;(«/) j(/y 

Das erste Integral verschwindet bekanntlich, weil ic <C c ist und da- 
her fällt der erste Ausdruck weg, wenn /'(y) nicht unendUch wird; 

das zweite Integral hat für a; ■< den \Ver!h -^ und so bleibt 

Uy) = /'('j)+-| r~^du rf(y)cosintp{y-)]du 
ifir) > sc >Q. 
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In beiden Formeln 126. und 127. ist wie früher y beliebig, aber 
t^(/) mugs positiv und */ eine Wurzel der Gleichung i^(t/)=^0 sein. 
Setzt man für i; der Reihe nach sämmtliehe Wurzeln dieser Gleichung, 
so bekommt man die verschiedenen TJnikehrungen der Gleichung 
j: = ^(y). Die Grösse ;■ wählt man am Vortbeilhaftesten so, daas 
•^iy) dadurch sein Maximum erhalt. 

S- n. 

Die soeben entwickelten Formeln gestatten ganz dieselben An- 
wendungen, wie die ihnen völlig analogen Iteihenentwickelungen in 
den §§. 7 und 9. Nehmen wir z. B. sehr einfach /(i/) ;= y und 
^(y)=; y!^0, so ist )j = und wir haben nach Formel 126. 

128. f/ = ^eV —■ — 



— / - — — du j sm j M y^& [ Ay 

liehe Integration leicht a 
hl ist. Die Formel 12" 



wo sich die auf y bezügliche Integration leicht ausführen lässt, sobald 
jw eine ganze positive Zahl ist. Die Formel 127. giebt ähnlich 



129. t/t=— i ——du I cosju^fey }dy 

Wäre dagegen ^ (y) = yfe~^, so kann 7^ ebensowohl = als = t» 
sein and wir erhalten daher zwei Umkehrungen j/j und i/j- Nehmen 

wir y = |W, wodurch ^(j') sein Maximum (— J = M erhält, so ist 

jetzt nach 126. 

130. y,=a,/— - / ^-^~du J sin{uyfe-y-\äy 

/-*<Xi /-»Od 

■.,.■. .2 i cosxu , / , r ., 

131. y'i=y--\-~ J — j;—''" I sm[uy!'e-y\dy 

;h nach No. 127. 

2 /"=* /"^ 

1. yi = — I sinxwdu § cos[My'"e-!'] rfy 



und ähnlich nach No. 127. 
132, 
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loch die letzte Formel unbrauclibar , ' 
i cosluyfe-y^dy^ j 1 ^i 



Hier ist jedoch die letzte Formel unbrauclibar, weil das Integral 

j 



unendlich wird, wodurch sich die rechte Seite von No. 133. auf das 
nichtssagende Resultat ai — oo redncirtj man muss sich daher an die 
Formeln ISO. und 131. hallen. 

Suhtrahirt man No. 130. und 131., so wird 
J34. yj - y, 

^=— I — —dv, / sin\ 



sm\v,y^'e~^'[ dy 
Man hat aber weiter 

smlity^e-"] dy 



f'" 






^ wr(/f + i) w^ro^t+i) w'fx5^+i) 

1' . li"+i 3' . 3^1"+' 5' . 5 V'+i 

Setzen wir nun zur Abkürzung 

135 ^r^ r(^+i) «TfS f f+i) M«r(5jt+i) 

l'.l^+i 3'.3^^+i 5'.5=''"+i 

so giebt jetzt die Substitution in No. 134. 



»1— J/I= -^ / ^' 



für « ^ 1 z. B. erhält ü den sehr einfachen Werth 
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Setzen wir überliaupt allgemeiner voraus, dass die Gleichung 7/'()/) = 
zwei reelle Wurzeln y=rix und y = '>ji liahe, so ist in No. 126. 



,, , 2 . / cos (cu , / 1 

y 
li wie vorhin durch Subtra' 



f(y}sin[uxp(jf)]di/ 



f{yi) = +— I -~—dw/f(y)sm[u->lj(y)idy 



woraus man ähnlich wie vorhin durch Subtraktion erhält: 

137. /(!/2)-/(^i)= - / -^^-^du f f'(y)sm[ujp(y)}dy 



Eine ganz analoge Formel würde man aus der Gleiclmng 127. ablei- 
ten können, nämlich 

138. /(»)-/(»,)=/■(*)-«>).) 



er, weil si 
o — 00 redi 

1 



iy) cos [u-,p(y)}d 



sie ist aber etwas unbequemer, weil sie sich leicht auf das triviale 
Resultat fty^) — /'O/i) = od — oo reduciren kann. 



Setzen wir endlich noch 

f(y) = / F(x}dx 



von F(x) eine willkürliche Funktion von x 
Gleichungen 137. und 138. in die folgenden über: 



Vi 



F(x) dx 

tp(y)]dy 
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F{x)dx= j F{J^)dx 

-| / '-^du t F{y)coi[u^(_y)\dy, 

wobei die erste Formel in der Regel brauchbarer sein wird als die 
zweite, weil die zwischen den Gränzen »j, und ij^ genommenen Inte- 
grale leicht unendlich werden können. Beide Formeln sind aber in 
sofern von Werth, als durch sie die bisher noch nicht behandelte 
Aufgabe gelöst wird: ein bestimmtes Integral, dessen Inte- 
grationsgränzen nicht unmittelbar, sondern durch eine 
Funktionsglcichung gegeben sind, auf andere Integrale 
zurückzuführen, deren Gränzen nicht mehr durch eine 
Funktionsgleichung bestimmt werden. Dass hier eine sol- 
che Reduktion in der That geleistet ist,, erhellt daraus, dass yt und 
y,^ Wurzeln einer literalen oder Funktionsglcichung sind, die sich nach 
bekannten Methoden finden lassen *). 

§. 12. 
Man kann sich endlich noch der ebenfalls vonFourier angegebe- 
nen für c > a: 5> — c geltenden Formel 

141. F(x) =:— / du I FCO miu{x—f)dt 



Funktion a^-=ip(y) 
Resultate, weil man 
st. Wir geben zue 

142. Fix)=— I cosxudu / F(t)cosut 



zur Umkehrung der Funktion a^ = ip(y) bedienen und kommt dabei zn 
dem aUgemeinsten Resultate, weil man hier nicht auf positive Werthe 
von X beschränkt ist. Wir geben zuerst der obigen Formel die fol- 
gende Gestalt: 

dt 



•) M. s. die schöne Arbeit von Dr. M. Stern: Vebtr die Aiiilösung I 
dBnl<^r Gleiclinngeii. 
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+ — / sin XU in j F(t) sinnt dt 

und betrachten die beiden Doppelintegrale vor der Hand einzeln, in- 
dem wir zugleich a: für ( schreiben, was bekanntlich erfnubl ist- 

Für a;— (/»(y), umgekehrt ;/ = y (a;) uad f(t/) = f[<p{x)]=F{x) 
ist mm ganz wie in §. 10. 






F(x)cosuxdx 
= f iif) '-^^^^ - \ ff (y) """ (m V '2/)l ^3 



und 

/ F{x)smnxdx 

und wenn wir die Integrationsgränzen x^=c, x^= — c einführen, de- 
nen die Werthe j;=)' und 'y entsprechen mögen 



/' 



F{x)cosuxdai 

— I f'iy)sin\nip{y)\dy 



F(x')sinu3)dx 



= j n?) - m \ —^ + \ fhy) '"^ [« "p wj dy 

y 

Hieraus ergiebt sich weiter, wenn wir wieder ( für x schreiben, die 
erste Gleichung mit eosxudn, die zweite mit sinxudu multipliziren 
und in Beziehung auf u zwischen den Gränzen m = , m = o) inle- 
griren 
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/CO pc 



j/'C7)+/(?')| f- 



und 

smjiMrfM / Fyl)sinutdt 

t,—. tf \ f gcoscusiHxu , 

= \f^r)—f(y) 1 I -^ 'fw 

—^ du j f'{y)cos[uxp(y)-\dy 

" y 

Weil 111111 c ^ .r ist, so haben wir nach bekannten Sätei 

7t 

2" 



/ sincucosxu 

J ~^^' 

und mitbin vereinfachen sich die vorigen Gleichungen, wenn man noch 
mit — maltiplizirt , fulgendermaassen 

143. — / cosxudu I F(t)cosii[dt 
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